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SORTOWANIE
OKIEM INFORMATYKA

Sortowanie, czyli porzadkowanie zbioru danych wzgledem pewnych cech
charakterystycznych kazdego elementu tego zbioru, to przyktad zagadnienia
informatycznego, dla ktérego istnieje wiele rozwiazan.

SORTOWANIE PRZEZ WSTAWIANIE

Elementy dzieli sie na posortowane i nieposortowane.

Na poczatku czes¢ posortowana jest pusta. W kazdym
kroku wybiera sie kolejny element z czesci nieposortowanej
i wstawia w odpowiednie miejsce do czesci posortowanej.
Postepuje sie w ten sposob tak dtugo, az czes¢
nieposortowana bedzie pusta.

{ )
HE BHHAE

posortowane nieposortowane

w\- J"‘W’z @“&’w\f A .:' ! | ; L
Elementy dzieli sie na posortowane i meposortowane Na poczatku czes¢ posortowana
jest pusta. W kazdym kroku wybiera sie najmniejszy element z czesci nieposortowanej

i wstawia na koniec czesci posortowanej. Postepuje sie w ten sposoéb tak dtugo, az czesc
nieposortowana bedzie pusta.

HBEE BB

posortowane nieposortowane

SORTOWANIE BABELKOWE

Rozpatruje sie elementy parami, przechodzac od

lewej do prawej. Poréownuje sie dwa sasiednie
elementy i odpowiednio zamienia kolejnosc.
Postepuje sie w ten sposob tak dtugo, az do

przejécia bez zadnej zmiany.
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SORTOWANIE PRZEZ ZLICZANIE
Przygotowuje sie uporzadkowana rosnaco liste wystepujacych
elementow i ustawia licznik wystapienia kazdego elementu na 0.
Przeglada sie kolejno elementy zbioru i zlicza ich wystapienia. Na
koniec wypisuje sie elementy wedtug liczby wystapien.

[4][2][2][3][1][e][6] [4][3][3][5][1][2][5][3][4]

ILE RAZY

[1][1][2][2] [2] (3] [3][3][3][4][4][4][5] [5] (6] 6]

SORTOWANIE ROWNOLEGELE

Porownuje sie elementy na wejsciu | wyjsciu sieci sortujacej - przekazuje sie mniejszy
element na gorze, a wiekszy na dole. Na koniec otrzymuje sie posortowany ciag.
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2. Algorytm Euklidesa
w praktyce

Petla warunkowa while )
" Stosowanie algorytmu Euklidesa do rozwigzywania zadan 4
' Dziatania na utamkach z wykorzystaniem NWD i NWW

ZADANIE NA START

Po ilu sekundach lampki zamigaja jednoczeénie E
Klasa 2c bedzie gosci¢ uczniéw z innego kraju w ramach wymiany miedzynarodo-
wej. Uczniowie przygotowuja neon powitalny, na ktérym migaja trzy rodzaje lampek.
Wszystkie lampki wlasnie zamigaly jednoczeénie. Jedna grupa lampek miga co a se-
kund, druga - co b sekund, a trzecia - co ¢ sekund. Po ilu sekundach wszystkie lampki
zndw zamigajg jednoczesniedlaa=2,b=3ic=4? Adlaa=24,b=361ic=60? Czy
potrafisz zapisa¢ wzor ogdlny? :

LY, LY A/ :
/.\ /'\ /'\
— - -

OBLICZANIE NWD | NWW

Podczas rozwigzywania probleméw wskazane jest korzystanie zaréwno z klasycznych
algorytméw, jak i z algorytméw wiasnych. W przypadku zadan dotyczacych podziel-
nosci i wielokrotnosci liczb catkowitych warto wykorzysta¢ umiejetnos¢ znajdowania
najwiekszego wspolnego dzielnika (NWD) i najmniejszej wspélnej wielokrotnoéci
(NWW). Istnieje algorytm liczenia NWD, opisany w starozytnosci przez Euklidesa.
Jest to jeden z najstarszych stosowanych do dzi$ algorytméw numerycznych. Pierwsze ';
wzmianki na jego temat pojawily si¢ w Elementach okoto 300 r. p.n.e.

ALGORYTM EUKLIDESA Z ODEJMOWANIEM

Podaj dwie liczby naturalne a i b, dla ktérych nalezy wyznaczy¢ NWD. Jesli a jest
wigksze, zmniejsz a o b, jeéli a jest mniejsze - zmniejsz b o a. Postepuj w ten sposdb,
dopoki a bedzie rézne od b. Wynikiem bedzie wartoé¢ a. Algorytm ten mozna zapisaé
w postaci listy krokéw albo w formie schematu blokowego.

N R e———

e b s
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2. Algorytm Euklidesa w praktyce

Zauwaz, ze w kazdym kroku zmieniasz wigkszg liczbe na réznice badanych liczb i po-
zostawiasz mniejszg liczbe bez zmian.

Podaja, b

1. Podajaib. "

2. Dopoki a # b, wykonu;j: Wynikiem
a. jeflia>b,toaca-b; jesta
b.jeslia<b,tobeb-a.

3. Wynikiem jest a. KONIEC

Rys. 1. Algorytm Eulkdidesa w wersji z odejmowaniem - lista krokdw i schemat blokowy

Przeanalizuj to na przykladzie. Oblicz najwieksze wspolne dzielniki liczb 25 i 35 oraz

39i12.
a b a b
25 35 39 12
25 10 27 12
15 10 15 12
10 3 12
5 3 9
3 6
3 3

A teraz przeanalizuj zapis w Pythonie.

1. def nwd(a, b):

2. while a != b:

3. if a > b:

4, a=a-b
5. else:

6. b=b-a
7. return a

Rys. 2. Funkeja realizujaca algorytm Euklidesa w wersji z odejmowaniem
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ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

W funkcji uzyto petli warunkowej while — dopdki warunek jest spelniony, wykonywa-
ne sg instrukcje w petli. W tym przypadku petla zakonczy dzialanie, gdy a jest réwne b.

ZAPAMIETAJ! i

while <wyrazenie jest prawdziwes:
<instrukcje>

Gdy réznica miedzy badanymi liczbami jest znaczaca, nalezy wykonaé duzg liczbe
operacji odejmowania. Jest to wada tej wersji algorytmu. W drugim algorytmie odej-
mowanie zostalo zastgpione operacjg wyznaczania reszty z dzielenia.

ALGORYTM EUKLIDESA Z RESZTA Z DZIELENIA
Przeanalizuj ponizsza liste krokow, gdzie a i b to liczby, dla ktorych szukamy NWD,
a pom to zmienna pomocnicza. Operator % oznacza reszte z dzielenia.

" Podaja, b
1. Podajaib.
2. Dopdki b # 0, wykonuj:
a. pom < b;
b.bea%b; Wy
C. a < pom. gal.e- 1 e

3. Wynikiem jest a.

be—a%b KONIES

a < pom

Rys. 3. Algorytm Euklidesa w wersji z reszta z dzielenia - lista krokéw i schemat blokowy :

A teraz jeszcze raz wyznacz NWD dla liczb 251 35 oraz 391 12. |

a b pom a b pom
25 35 39 12
35 25 35 12 3 12
25 10 25 3 0 3
10 5 10

5 0 5

20



2. Algorytm Euklidesa w prakty

)

I przeanalizuj zapis w jezyku Python.

1. def nwd(a, b):

2 while b != @:
2 pom = b

4, b=a%b
5 a = pom

6

return a

Rys. 4. Funkcja realizujaca algorytm Euklidesa w wersji z reszta z dzielenia

WIEM WIECE)J l

Moduty to pliki z biblioteki standardowe]j Pythona zawierajace pewien zestaw
funkcji gotowych do wykorzystania. W module math jest zaimplementowana
dwuargumentowa funkcja ged, ktora wyznacza NWD. Nazwa funkcji nawiazuje
do angielskiej nazwy najwigkszego wspélnego dzielnika - greatest common divisor.

Podziat na rzedy

W spotkaniu wezmie udziat okreslona liczba gosci z réznych krajow i okreslona liczba
gospodarzy. Zaproszeni beda siedzie¢ w rzedach tak, aby kazdy rzad byt réwnolicz-
ny i w kazdym siedzieli albo tylko goscie, albo tylko gospodarze. Jaka jest najwieksza
mozliwa liczba oséb w kazdym rzedzie? Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje
rzad(goscie, gospodarze), ktérej parametrami sa liczba gosci i gospodarzy, a wyni-
kiem jest liczebnos¢ rzedu.

‘ Wyv;otarlie funkcji Wynik
' rzad(72, 99) . 18
' rzad(24, 36) i 12

® Problem sprowadza sie do obliczenia NWD liczb podanych jako parametr. Kazdy
rzad ma sie sktadac z takiej samej liczby osob - wynik musi wiec by¢ dzielnikiem obu
parametrow i by¢ mozliwie najwiekszy.

= Zdefiniuj funkcje pomocnicza nwd(a, b) i funkcje rzad(goscie, gospodarze).

1. def nwd(a, b):
2 while b I= @:
3 pom = b
4 b=a%hb
5. a = pom
6 return a

7

8

9

. def rzad(goscie, gospodarze):

return nwd(goscie, gospodarze)
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ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

= Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

10. print(rzad(72,90))

i
| 11. print(rzad(24,36))

Pamietaj, aby nastepne ¢wiczenia w tej lekcji wykonywac w tym samym pliku.

“ECCPA Podziatnagrupy

Nalezy podzieli¢ gosci i gospodarzy na mozliwie mate druzyny tak, by w kazdej dru-
zynie byta jednakowa liczba oséb (gosci i gospodarzy). Przeanalizuj dane w tabeli
i zdefiniuj funkcje ile(goscie, gospodarze), ktorej parametrami sa liczba gosci
oraz liczba gospodarzy, a wynikiem jest liczebnos¢ kazdej druzyny.

- Wy\fyo’fanie funkcji 1 Wynik 1
' ile(25, 35) 12 \
| ile(49, 42) 13 ‘

= Przeanalizuj problem na podstawie danych z tabeli. Aby okresli¢ liczebnosc druzyny,
nalezy obliczy¢ NWD, a potem zsumowac liczbe osob w jednej grupie.
NWD(25, 35) =5
25:5435:5=5+7=12
W pierwszym przypadku druzyny sg ztozone z 5 gosci + 7 gospodarzy = 12 osob.
Zwroc uwage, Ze musisz operowac na liczbach catkowitych, wobec czego konieczne
jest zastosowanie dzielenia catkowitego.

L

Zdefiniuj funkcje ile(goscie, gospodarze) zawierajacg zmienng pomocnicza,
ktora bedzie przechowywac wartosci NWD.

1. def ile(goscie, gospodarze):
2. pom = nwd(goscie, gospodarze)
| 3. return goscie // pom + gospodarze // pom

® Sprawd? dziatanie skryptu z roznymi danymi.

VA

Wspdlna wielokrotnoé¢ liczb naturalnych a i b to kazda liczba naturalna, ktéra dzieli
sie przez a oraz przez b. Jesli chcesz znalez¢ najmniejsza taka liczbe, mozesz skorzy-
sta¢ ze wzoru NWW(a, b) = (a - b) : NWD(a, b). Czy umiesz to zapisa¢ w Pythonie?

1. def nww(a, b):
2. return a * b // nwd(a, b)

Rys. 5. Wyznaczanie NWW na podstawie NWD
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2. Algorytm Euklidesa w praktyce

Spotkania zespotéw

W ramach przygotowan do spotkania powstaty dwa zespoty: zespot programowy i ze-
spot przygotowujacy materiaty. Pierwszy spotyka sie co x dni, drugi co y. Dzi$ spotka-
ty sie oba zespoty. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje kiedy(x, y), w ktorej
jako parametry bedziesz podawac, co ile dni spotykaja sie zespoty, a wynikiem bedzie
liczba dni, jakie uptyna do nastepnego wspdlnego spotkania obu zespotow.

Wywotanie funkcji Wynik
kiedy(s, 4) | 12 f
kiedy(9, 12) 36

= Problem wymaga wyznaczenia wartosci NWW na podstawie wartosci NWD. Sko-
rzystaj ze wzoru NWW(a, b) = (a - b) : NWD(a, b). Dla danych z tabeli obliczenia
przedstawiaja sie nastepujaco: NWD(6, 4) = 2; NWW(6,4) = (6-4): 2 =12,

» Zdefiniuj funkcje nww(x, y), a nastepnie funkcje kiedy(x, y).
1. def kiedy(x, y):

| 2 return nww(x, y)

® Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi.

4 Sprytne zakupy

Kazdy gos¢ powinien dostac taka sama liczbe dtugopisow, otowkow i flamastrow.
Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje flamastry(x, y, z), ktérej parametrami
sg liczba dtugopiséw w paczce (x), liczba otéwkéw w paczce (y) i liczba sztuk flama-
strow w paczce (z), a wynikiem jest najmniejsza liczba opakowan flamastrow, jakie
gospodarze powinni kupic, aby nic nie zostato.

~ Wywotanie funkeji Wynik
flamastry(6, 8, 1) 12_ _‘
flamastry(39, 26, 52) | 3 |

Przeanalizuj problem dla danych z tabeli.

I?'“ = 6 sztuk = 8 sztuk !L : ﬂlm Mo
ki b

x 4 opakowania HH It x 3 opakowania

|
l—’ NWWI(6, 8) = 24 sztuki Q '
| !

x 5 opakowan % 12 opakowan

L NWW(24,10) = 120 sztuk <
|

v

liczba opakowan flamastrow: 120 sztuk / 10 sztuk = 12 opakowan

23




ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

Aby rozwiazac problem, nalezy znalez¢ NWW trzech parametrow i podzielic otrzy-
mang wartos¢ przez ostatni parametr. W tym celu mozna najpierw wyznaczyc
NWW dla x i y i oznaczy¢ te wartos¢ jako poml, a nastepnie wyznaczy¢ NWW dlza
poml i z, czyli dla wszystkich trzech parametréw, i oznaczyc¢ te wartosc jako pom2.
Potem wystarczy podzieli¢ pom2 przez z.

Zdefiniuj funkcje flamastry(x, y, z).

1. def flamastry(x, y, z):

é 2 poml = nww(x, y)
[ 3. pom2 = nww(poml, z)
| 4, return pom2 // z

Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

NWW | NWD A ULAMKI ZWYKLE
Algorytm dodawania i odejmowania utamkéw zwyktych mozna opisa¢ z wykorzy-
staniem NWD i NWW.

o8 N oy W g e

Przedstaw pisemnie algorytm dzielenia dwoch utamkow zwyktych.

WIEM WIECEJ

Podaj licznik i mianownik pierwszego ulamka: a oraz b.

Podaj licznik i mianownik drugiego utamka: ¢ oraz d.

Znajdz wspdlny mianownik m = NWW(b, d).

Rozszerz licznik pierwszego ulamka a2 =a * m// b.

Rozszerz licznik drugiego utamka c2 =c* m // d.

Dodaj do siebie liczniki [ = a2 + ¢2.

Skré¢ licznik i mianownik: [ =1 // nwd(l, m) oraz m = m // nwd(l, m).
Wyodrebnij catosci: x = 1// m oraz [ =1 % m.

Wiyniki to calos¢ x, licznik I i mianownik 1.

Rozszerzony algorytm Euklidesa pozwala wyrazi¢ NWD dwdch liczb catkowitych
dodatnich a i b w postaci wzoru NWD(a, b) = a - x + b - y, gdzie x, y to liczby catkowite.
Znajduje on zastosowanie w algorytmie kryptograficznym RSA, ktérego nazwa nawiazuje
do nazwisk j Jego tworcow: Rona Rivesta, Adiego Shamira i Leonarda Adlemana.
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2. Algorytm Euklidesa w praktyce

PODSUMOWANIE

= Podczas rozwigzywania zadan wskazane jest korzystanie zaréwno z klasycznych
algorytmow, jak i z algorytmoéw wilasnych.

®  Jedna z waznych umiejetnodci programistycznych jest umiejetnosc zapisu algoryt-
mow znanych z zycia codziennego jezykiem formalnym.

= Petla warunkowa jest wykonywana w zaleznosci od podanego warunku. W przy-
padku petli while zawarte w niej instrukcje sa wykonywane, dopoki warunek jest
spelniony.

= W zyciu codziennym wystepuje wiele problemow;, ktére mozna rozwiazac z wyko-
rzystaniem umiejetnosci znalezienia NWD i NWW. W matematyce ta umiejetnosc
przydaje sie przy rozwigzywaniu zadan na ulamkach zwyklych, a rozszerzony al-
gorytm Euklidesa ma zastosowanie w szyfrowaniu.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. Jakie znasz algorytmy obliczania NWD?
2. Dlaczego przy rozwiazywaniu zadan stosuje si¢ zmienne pomocnicze?
3. Kiedy warto wyznaczy¢ NWD dwoch liczb? Podaj przyklady takich problemow.

ZADANIA DODATKOWE
Zadanie 1. Sprawdz sie!

W Akademii Khana (https://pl-pl.khanacademy.org) mozna znalez¢ ciekawe zadania
tekstowe dotyczace NWD i NWW. Sprobuj je rozwigzad.

Zadanie 2. Implementacja NWD i NWW

Zaimplementuj w jezyku Python dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
dwéch utamkow zwyktych. Wykorzystaj algorytmy NWD i NWW.
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Badanie wtasnosci liczb
catkowitych

Sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza, czy ztozona
Poréwnywanie i ocena algorytmow
Badanie szczegolnych wtasnosci liczb catkowitych

NA START

RALJAN

Sito Eratostenesa

Liczby od 2 do 100 wypisano w kratkach, a nastepnie kratke z liczba 2 oznaczono
kolorem zielonym i wykreslono wszystkie jej wielokrotnosci. Potem wybrano pierw-
sza liczbe niewykreslona, czyli 3, jej kratke oznaczono kolorem zielonym i podobnie
jak poprzednio wykreslono wszystkie jej wielokrotnosci. Proces ten kontynuowano,
az znaleziono wszystkie liczby pierwsze. Jak dtugo trzeba bada¢ wielokrotnosci liczb
pierwszych, aby mie¢ pewnosc, ze zostaly wykreslone wszystkie liczby ztozone, w przy-
padku zbioru liczb od 2 do 100 i od 2 do n?

[ et \ T ]
letxbblgssl o (SGoll 4 G g | o wJ'
| | | |

B - SR | RS faeleata I (S

| | | |

| | | |

1 | » ‘ 13 | 4 | 5 | 16 | 17 ! 18 ‘ 19 | 20 |

' | e L_____*‘ f
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 |29

71 | # 73 | 74 75 76 77 78 Ty 80
81 82 83 84 85 | 86 87 88 i 89 | 0

1 92 23 94 95 | 96 | 97 98 99 | 160
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3. Badanie wtasnosci liczb catkowitych

LICZBY PIERWSZE
Liczba pierwsza to taka liczba naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki naturalne:
jedynke i samg siebie. Z kolei liczba zlozona to liczba naturalna wigksza od 1, majgca
co najmniej jeden naturalny dzielnik rézny od 1 i od niej samej. Jak sprawdzic, czy
dana liczba jest pierwsza?
1. Wezytaj liczbe n > 1.
2. Przypisz zmiennej d wartos¢ 2.
3. Sprawdz, czy jest spelniony warunek, zed - d < n.
» Jesli odpowiedz brzmi NIE, liczba jest liczba pierwsza - nalezy zakonczy¢ dzialanie
algorytmu, np. n = 3,d =2;2-2 < 3 — NIE — Liczba 3 jest liczbg pierwsza.
» Jesli odpowiedz brzmi TAK, oblicz reszte z dzielenia liczby »n przez zmienng d,
np.n=4,d=2; 2-2<4; 4:2=2r.0;
fip:=>5d=2; 2:2<5; 5:2=21 1,
+ Jedli reszta wynosi 0, zakoncz dzialanie algorytmu - istnieje przynajmniej jeden
dzielnik liczby, wiec nie jest to liczba pierwsza.
v Jesli reszta jest rézna od 0, wskaz nowy dzielnik (zwigksz wartos¢ zmiennej d o 1)
iwroc do punktu 3. Jesli nie znajdziesz zadnego dzielnika, to badana liczba jest liczbg
pierwsza, np.n=5d=2+1=3;3-3<5— NIE — Liczba 5 jest liczba pierwsza.

Przeanalizuj schemat blokowy opisanego algorytmu.

Zwigksz
dol

Czy reszta

z dzielenia n przez
KONIEC d=0

KONIEC

Rys. 1. Schemat blokowy algorytmu - czy dana liczba jest liczba pierwsza

27



ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

Przeanalizuj ponizsze przyklady dla liczb: 26, 64 1 71. Jak wérod dzielnikéw umiesz-
czono warto$¢ Vn?

V26

D26 = { 1; Z, l 13,26 1
."77 -
V64
!
Dy, =11,2.4, 8, 1r6, 32,64}
N 7

V71

D71 = { ]T-_n l 7_1 }

Rys. 2. Dzielniki wybranych liczb

Jezeli liczba ma dzielniki wigksze od 1 i mniejsze od niej samej, to jest ich tyle samo po
lewej i po prawej stronie pierwiastka z liczby. Kazdy dzielnik niebedacy pierwiastkiem
ma swoja pare. Jezeli d jest dzielnikiem liczby, to jest nim réwniez iloraz n przez d, np.
parami dzielnikow dla liczby 64 s3 2132 oraz 4 i 16. Warto zauwazy¢, ze potencjalnych
dzielnikow wystarczy szukaé w przedziale od 2 do Vn.

Tego typu wlasnodci liczb warto bada¢ za pomocg komputera, szczegélnie gdy ana-
lizowane sa liczby wielocyfrowe. Wystarczy zapisa¢ odpowiedni algorytm i pozwo-
li¢ komputerowi wykonac kolejne operacje. Jak zrealizowa¢ algorytm w §rodowisku
Python? Analiza schematu blokowego pokazuje, ze warto zastosowaé petle while,
ktora wykonuje si¢, dopoki pewien warunek logiczny jest spelniony.

~.. 1 Czyliczba jest pierwsza?

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje logiczna czy_pierwsza(n), ktorej para-
metrem jest liczba naturalna n wieksza od 1, a wynikiem wartosc¢ True, gdy jest ona
liczba pierwsza, albo False, gdy nig nie jest.

Wywotanie funkcji ‘ Wynik
czy_pierwsza(1l) } True
czy_pierwsza(99) False
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3. Badanie wiasnosci liczb catkowitych

® Problem sprowadza sie do zapisania oméwionego wczesniej algorytmu jezykiem
formalnym. Nalezy sprawdza¢ podzielnos¢ liczby przez kolejne dzielniki (poczaw-
szy od 2), dopdki iloczyn dzielnik razy dzielnik jest mniejszy lub rowny liczbie. Jesli
zostanie znaleziony pierwszy dzielnik liczby, funkcja powinna zakonczy¢ dziatanie
wynikiem False. Jesli nie znajdzie sie zaden dzielnik, funkcja powinna zakoriczyc
dziatanie wynikiem True.

® Zdefiniuj funkcje czy_pierwsza(n).

| 1. def czy_pierwsza(n):

: 2 d =2

i3 while d * d <= n:
| 4. ifn%d-==20:
5

6

7

[
return False

d += 1

return True

® Sprawdz dziatanie funkcji dla roznych danych. Wybierz kilka wiekszych liczb pierw-
szych, np. 541, 7919, 48 611, oraz pare liczb niebedacych pierwszymi, np. 679,
9231, 76 613.

|

Istnieja liczby pierwsze ztozone z kolejnych cyfr: 23, 67, 4567, 23456789, 1234567891.
Liczha 11111111111111111111111 ztozona z 23 jedynek takze jest pierwsza.

Liczba 73939133 jest pierwsza, ponadto liczby otrzymane przez usuwanie z niej cyfr
od prawej tez sg pierwsze: 7393913, 739391, 73939, 7393, 739, 73, 7.

enie 2.

N-ta liczba pierwsza

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje pierwsza(n), ktérej parametrem bedzie
liczba naturalna n, a wynikiem - n-ta liczba pierwsza.

. Wywofaniefunkdi | Wynk |
pierwsza(7) | 7 ‘
pierwsza(25) 97

¢ Przyjrzyj sie rysunkowi zamieszczonemu w zadaniu na start. Znajdz siédma i dwu-
dziestq piata liczbe pierwsza. W jaki sposéb bedziesz postepowac?
Mozesz sprawdzi¢ kolejne liczby, czy sa pierwsze, i zliczac te, ktére nimi sa. N-ta
liczba pierwsza bedzie wynikiem. Jesli nie natrafisz na liczbe pierwsza, bedziesz
zwieksza¢ wartos¢ zmiennej numer; jesli aktualny numer bedzie réwny parame-
trowi, to znaczy, ze ostatnia znaleziona liczba pierwsza jest wynikiem.

= Skorzystaj z rozwiazania poprzedniego ¢wiczenia i rozszerz je o definicje funkgji
pierwsza(n).
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| 1. def pierwsza(n):

| 2. numer = @
| 3. i=2
4, while numer != n:
| 5. if czy_pierwsza(i):
' 6. numer += 1
I 7. i+=1
I 8. return 1 - 1

= Sprawdz dziatanie funkcji dla réznych danych. Na portalu https://www.matemaks.pl
/liczby-pierwsze.html znajdziesz generator liczb pierwszych. Pordwnaj wyniki dzia-
tania swojej funkcji dlan =100, n =870 in = 10 000.

WIEM WIECE)

Spirala Ulama to graficzna metoda przedstawiania pewnych prawidtowosci w rozktadzie
liczb pierwszych. Kolejne liczby naturalne s3 zapisane spiralnie. Widac, ze na niektorych

przekatnych liczby pierwsze grupuja sie czesciej niz na innych. Fakt ten nie zostat do tej

| pory wyjasniony. To zjawisko wystepuje takze, jesli na poczatku sa inne wartosci niz 1.
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43)—44—45—46—(47)-48—49

71T
(") F v PR o
) [ETETIEER Liczby blizniacze

Przyjrzyj sie liczbom pierwszym zaznaczonym na rysunku w zadaniu na start. Za-
uwaz, ze niektore z nich rdznia sie tylko o 2. Takie liczby nazywaja sie blizniaczymi.
W pierwszej setce jest osiem takich par liczb: 3i5,5i17,11113,17i119,29i31, 41
i 43, 59 i 61, 71 i 73. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje blizniacze(n),
ktorej parametrem jest liczba naturalna n, a wynikiem pierwsza liczba z n-tej pary
liczb blizniaczych.

Wywotanie funkcji ( Wynik [
t_)lizniacze(3) _d 11 ‘
i blizniacze(7) ] 59 ‘
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3. Badanie wtasnosci liczb catkowitych

Z£OZONOSC OBLICZENIOWA ALGORYTMU

Algorytm jest poprawny, jesli daje poprawny wynik w skoniczonym czasie, a dla po-
prawnych danych wejsciowych zawsze si¢ konczy. Oprdcz tego powinien dziataé szybko
i nie zajmowac zbyt duzo miejsca.

Zlozonos¢ czasowa ulatwia oszacowanie czasu dziatania algorytmu, tj. czasu niezbedne-
go do rozwiazania problemu w zaleznosci od rozmiaru danych wejsciowych. Najczgsciej
nie mierzy si¢ fizycznie czasu dziatania algorytmu, ale rozpatruje si¢ operacje dominu-
jace, czyli operacje, ktore s3 wykonywane podczas dzialania algorytmu i determinuja
czas jego dziatania — moze to by¢ dodawanie, mnozenie, poréwnywanie i przestawianie
elementow itp. W algorytmie przedstawionym na rys. 3 operacja dominujaca znajduje
sie w wierszu 4. Operacja ta wykona si¢ tyle razy, ile wynosi rozmiar danych, tj. n.

1. n = 20

2, w=20

3. for i in range(n):
4. W=w+i

5. print(w)

Rys. 3. Algorytm o ztozonosci czasowe;j liniowej - liczba operacji dominujacych, ktére nalezy wykonac,
aby otrzymac rozwiazanie problemu, wynosi n

Podczas badania, czy dana liczba jest liczba pierwsza, ogranicza sig liczbe operacji do
Vn, np. dla n = 1 000 000 wystarczy sprawdza¢ podzielnos¢ tylko do 1000.

Zlozonos¢ pamieciowa okresla liczbe komorek pamieci, ktéra bedzie zajeta w trak-
cie wykonywania algorytmu. Ta zlozonos¢ jest najczesciej proporcjonalna do liczby
zmiennych uzytych w algorytmie.

ZAPAMIETA!

Aby obliczy¢ pierwiastek kwadratowy z liczby, mozna skorzysta¢ z modutu math i za
pomoca polecenia import importowac do programu funkcje sqrt - na poczatku
skryptu nalezy wowczas wpisac instrukcje from math import sqrt.

Le LI Suma dzielnikéw liczby

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje suma_dzielnikow(n), ktérej parame-
trem jest liczba naturalna n, a wynikiem - suma dzielnikéw tej liczby. Sformutuj dwa
algorytmy i poréwnaj szybko$é¢ dziatania kazdego z nich dla réznych danych.

| Wywotanie funkcji_ | Wynik
| ﬂrjlg:qzielnikowﬂ) 8
| suma_dzielnikow(2s) 31

31




ALGORYTMIKA | PROGRAMOWANIE W PYTHONIE

= Pierwszy algorytm bedzie sprawdzat podzielnos¢ danej liczby przez kolejne dzielniki
od 1 (najmniejszy dzielnik) do niej samej (najwiekszy dzielnik).

1. def suma_dzielnikow_1(n):
2 suma = @
| 3. for i in range(l, n + 1):
| 4 ifn%1i==6:
|5 suma += i
! 6 return suma

= Drugi algorytm bedzie sprawdzat podzielnos¢ danej liczby przez kolejne dzielniki od
2 do pierwiastka z liczby. Jesli znajdzie dzielnik, to doda rowniez jego pare. W przy-
padku gdy pierwiastek z liczby jest liczbg naturalna, jest on tez dzielnikiem danej
liczby. Wartos$¢ poczatkowa jest rdwna sumie dzielnikéw oczywistych (1 i liczba).

1. from math import sqrt

2

3. def suma_dzielnikow_2(n):

4 suma = n + 1

5. for i in range(2, int(sqrt(n)) + 1):
6 ifn%i==

7 suma += i

8 if 1 1= n // i:

9 suma +=n // i

10. return suma

® Poréwnaj poprawnos¢ wynikow i czas dziatania obu algorytmow.

= Oba rozwiazania warto przetestowac dla nastepujacych liczb: 6, 28, 496, 8128,
33 550 336, 8 589 869 056. S3 to tzw. liczby doskonate, czyli takie, ktére sg suma
wszystkich swoich dzielnikéw wtasciwych (to znaczy mniejszych od nich). Podwojo-
na wartosc liczby doskonatej bedzie suma wszystkich jej dzielnikow. Dla piatej liczby
doskonatej (osmiocyfrowej) widac réznice czasu dziatania algorytmow. Dla szdstej
liczby doskonate] (dziesieciocyfrowej) w przypadku pierwszego algorytmu trudno
doczekac sie wyniku.

-~ -1 Liczby zaprzyjaZnione

Liczby zaprzyjaznione to dwie liczby naturalne, z ktérych kazda jest réwna sumie dziel-
nikow witasciwych drugiej liczby, np. 22011 284, 118411210, 2620 i 2924. Przeanalizuj
dane w tabeli i zdefiniuj funkcje zaprzyjaznione(n), ktérej parametrem bedzie liczba
naturalna n, a wynikiem - mniejsza liczba z n-tej pary liczb zaprzyjaznionych.

Wywotanie funkcji Wynik
zapr‘zyjaznione(}) 7 220
- zaprzyjaznione(3) . 2620 1
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3. Badanie wtasnosci liczb catkowitych

WIEM WIECEJ :

Dzieki liczbom pierwszym mozemy czuc sie bezpiecznie. Poczta elektroniczna, operacje
miedzy bankami czy przesytane dane sa szyfrowane na podstawie wtasnosci liczb
pierwszych. Dziatanie algorytmu RSA z kluczem publicznym jest oparte na trudnosci
rozktadu duzych liczb na czynniki pierwsze. O ile stosunkowo tatwo jest pomnozy¢ dwie
liczby przez siebie, o tyle operacja odwrotna - rozktad liczby na czynniki pierwsze - jest
czasochtonna.

PODSUMOWANIE

= Wiekszo$¢ probleméw algorytmicznych mozna rozwiazac na kilka sposobow. Warto
w takim przypadku zwracac¢ uwage na ztozonosc obliczeniows, aby wybrac opty-
malne rozwigzanie.

® Program komputerowy rozwiazujacy problem ma do dyspozycji dwa podstawowe
zasoby: czas i pamiegc.

®  (Czasowa zlozonos¢ obliczeniowa okreéla czas dzialania algorytmu rozumianego
jako czas niezbedny do rozwiazania problemu w zaleznosci od rozmiaru danych
wejéciowych. W ten sposob uzyskany wynik jest niezalezny od faktycznej szybkosci
komputera.

®  QOperacje dominujace to operacje, ktore nalezy wykonac, aby otrzymac rozwiazanie
problemu. Determinuja one czas dzialania algorytmu.

= Pamigciowa zlozonos¢ obliczeniowa okresla liczbe komorek pamiegci zajgtych
w trakcie wykonywania algorytmu.

® Zlozonos¢ pamieciowa jest zwykle proporcjonalna do liczby zmiennych
w algorytmie.

® Funkcje sqrt() obliczania pierwiastka kwadratowego z liczby nalezy importowac
z modulu math.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. Jak badac podzielnos¢ liczby, aby sprawdzi, czy jest ona pierwsza?
2. Kiedy algorytm jest poprawny?
3. Od czego zalezy zlozonosc obliczeniowa algorytmu?
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e e e R —
Wywotanie funkcji 1 Wynik

| czworacze(9) | [11, 13, 17, 19]

- czworacze(150) [191, 193, 197, 199]

ZADANIA DODATKOWE
Zadanie 1. Liczby czworacze

Liczby czworacze to liczby pierwsze majace postaé:n,n+2,n+6in+8,np. 5,7, 11,
13111, 13, 17,19 101, 103, 107, 109. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje
czworacze(n), ktorej parametrem bedzie liczba naturalna n, a wynikiem - lista takich
liczb czworaczych, gdzie pierwsza liczba bedzie wieksza od podanego parametru.

Zadanie 2. Problem Collatza

Ciag liczb Collatza zdefiniowany jest nastepujaco: pierwsza liczba ciggu jest dowolna
liczba naturalna x, a kazda kolejna wartos¢ ciagu obliczana jest na podstawie po-
przedniej wedtug ponizszych zasad:

* jesli poprzednia wartosc¢ byta parzysta, to nalezy podzieli¢ jg przez 2;

» jesli poprzednia wartosc byta nieparzysta, to nalezy pomnozyc ja przez 3 i dodac 1.

Wobec tego dla wartosci poczatkowej x = 10 kolejne liczby to: 5, 16, 8, 4, 2, 1.
Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje collatz(x), ktorej parametrem bedzie
liczba naturalna x, czyli warto$¢ poczatkowa ciagu liczb Collatza, a wynikiem - liczba
krokow, po ktorych w ciagu pojawi sie liczba 1.

B Wywotanie funkaji Wynik
collatz(10) 6
jollatz(lﬁz I 712 o

34



Sortowanie bagbelkowe
| przez wstawianie

Sortowanie danych
Sortowanie metoda babelkowa
Sortowanie przez wstawianie

Taneczne porzadkowanie
Obejrzyj wizualizacjg jednego z algorytmoéw sortowania przedstawionego z wykorzy-
staniem tanca:
wegierskiego — https://www.youtube.com/watch?v=lyZQPjUT5B4;
rumunskiego — https://www.youtube.com/watch?v=R0alU37913U.
Opisz swoimi sfowami, na czym polega algorytm.

Sortowanie to zadanie polegajace na uporzadkowaniu zbioru danych wzgledem pew-
nych cech charakterystycznych, jakiegos klucza. Jeden zbiér danych mozna réznie
sortowac w zaleznosci od przyjetego kryterium i porzadku, np.

karty do gry - wedltug koloréw i wartodci, w zaleznosci od zasad danej gry;

spis ksigzek w bibliotece — alfabetycznie wedlug autorow lub tytutow;

pliki w komputerze — wedtug nazw, wielkosci (rosnaco lub malejaco) albo typow plikow.

ZAPAMIETAJ |

Algorytmy sortowania sg bardzo czesto stosowane w praktyce, korzysta z nich wiele
aplikacji. Od strony informatycznej ocenia sie je gtéwnie na podstawie dwdch kryteriéw
- szybkosci dziatania i pamieci potrzebnej na ich realizacje. Wybor algorytmu sortowa-
nia zalezy od wielu czynnikdw, m.in. od rodzaju danych, od tego, czy sa to dane losowe,
prawie uporzadkowane, z matego przedziatu itp.
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STRUKTURA DANYCH - LISTA

Dane mozna przechowywac¢ w zmiennych. Jedli jest ich wigcej, warto skorzystac z listy
- zmiennej, ktora pod swojg nazwa przechowuje wiele wartosci. Dostep do danych na
liscie uzyskuje si¢ poprzez indeks kazdego elementu.

! é | 6 l 2 ‘ 1 _9i_7_\ ol element listy

} indeks

i ' I

Rys. 1. Elementy listy i ich indeksy

Ponizej zdefiniowano czteroelementowa liste t i wypisano jej kolejne elementy.

1. t = [1, 12, -3, 8]

2.

3. print(t[e]) # 1
4. print(t[1]) # 12
5. print(t[2]) # -3
6. print(t[3]) #8

Rys. 2. Definiowanie i wywotywanie elementow listy

- ZAPAMIETAJ! .

<nazwa listy> = [elementy listy oddzielone przecinkami]

ANALIZA LISTY
Podobnie jak w przypadku analizowania napisow, do przegladania elementéw listy
warto wykorzystac petle for. Aby wypisac kolejne elementy listy, wystarczy zastosowa¢
petle dla danej sekwencji, tak jak to pokazano w ponizszym przykladzie.

1. t = [1, 12, -3, 8]
2. for x in t:
3. print(x)

Rys. 3. Wypisywanie kolejnych elementéw listy t

Mozna tez wykorzysta¢ indeksowanie - warto$¢ indeksu umieszczona po nazwie listy
w nawiasie kwadratowym wskazuje odpowiedni element listy.

1. t = [1, 12, -3, 8]
2. for i in range(len(t)):
3. print(t[i])

Rys. 4. Drugi sposob przegladania kolejnych elementéw listy
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4. Sortowanie babelkowe i przez wstawianie

Analize elementow listy mozna przeprowadzi¢ za pomoca petli for:
* po elementach sekwencji
for <element> in <lista>:
print(<element>)
+ 7z wykorzystaniem indeksowania
for <indeks> in range(len(<lista>)):
print(<element>[<indeks>])

Dodawanie elementow do listy mozna przeprowadzi¢ na rézne sposoby. W wyniku
zastosowania metody append() nowe elementy zostana wstawione na koniec listy.
Jesli korzvsta sie z operatora arytmetycznego +, nowe elementy zostang wstawione na
koniec lub poczatek listy w zaleznosci od kolejnosci skltadnikow w zapisie dodawania.
Abv wstawic¢ element w wybranym miejscu, nalezy uzy¢ dwuparametrowej metody
insert(), gdzie pierwszy parametr jest indeksem, pod ktorym ma by¢ wstawiony ele-
ment podany jako drugi parametr. Przeanalizuj ponizszy zapis i wyprobuj omdéwione
sposoby dodawania elementdw do listy.

1. t = [1, 12, -3, 8]
2. t.append(34)

3. print(t)

4. t = t + [-11]

5. print(t)

6. t =[23] + t

7. print(t)

8. t.insert(3, 5)

9. print(t)

Rys. 5. Rozne sposoby dodawania kolejnych elementéw do listy

W trakcie testowania sortowania ciggu liczb potrzebne sg dane. Czasem latwiej wy-
generowacd je w postaci liczb losowych, niz wpisywac np. tysigc liczb na klawiaturze.
Do losowania liczb catkowitych stuzy funkcja randint(a, b) z modutu random. Daje
ona w wyniku liczbe calkowitg los spelniajacg nieréwnos¢ a < los < b.

' Losowa lista liczb

G
Bt

Zdefiniuj funkcje losuj(rozmiar, od, do) stuzaca do generowania listy o podanej
dtugosci (rozmiar), ktérej elementami sa liczby losowe z podanego zakresu (od i do).

g . — =T === - e e

Zaimportuj funkcje randint, a nastepnie zdefiniuj funkcje losuj(rozmiar, od, do).

Utworz pusta liste.
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= Wykorzystaj petle for, aby dodac kolejno wylosowane liczby do listy.

from random import randint

1.

2
| 3. def losuj(rozmiar, od, do):
4. t =1l

5 for i in range(rozmiar):

6 t = t + [randint(od, do)]
7

return t
® Sprawdz dziatanie funkcji dla kilku wartosci, np.
| 1. t = losuj(ie, 1, 18)

2. print(t)

Podczas sortowania cz¢sto zachodzi potrzeba zamiany wartosci dwoch zmiennych.
Mozna to zapisa¢ na dwa sposoby: przy uzyciu zmiennej pomocniczej albo za pomoca
specjalnej, wlasciwej dla Pythona konstrukcji do zamiany wartosci zmiennych.

1. x =5 1. x =5

2. y =9 2.y =9

2l 3.

4. pom = X 4. X, Yy =Y, X
5. x =y 5.

6. y = pom 6. t(x)

7 7 t(y)

8. print(x)

9. print(y)

Rys. 6. Dwa sposoby zapisu zamiany wartosci zmiennych

Babelek

Poréwnaj kolejne pary elementow listy (pierwszy z drugim, drugi z trzecim itd.). Jesli
pierwszy z nich jest wigkszy niz drugi, to zamien je miejscami. Przeanalizuj dane
w tabeli (czy widzisz pewna prawidtowos¢ w wynikowej liscie?) i zdefiniowana poni-
zej funkcje babelek(t), ktorej parametrem bedzie lista liczb, a wynikiem - zmodyfi-
kowana lista. Nastepnie znajdz i popraw btad w skrypcie.

Wywotanie funkcji N FEE—— _____'_W_’ynik
babelek([16, 5, 12, 3, 12]) =~ =[5 12, 3, 12, 16)
babelek([1, 16, 18, 3, 16, 9, 9)) ~  [1, 16, 3, 16, 9, 9, 18] |
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4, Sortowanie babelkowe i przez wstawianie

1. def babelek(t):

2 for i in range(len(t) - 1):

3. if t[i] < t[i + 1]:

4 t[i], t[i + 1] = t[i + 1], t[i]
5

return t

:,_.ﬁ*

Porzadkow anie zbmru danych za pomocg metody babelkowej polega na poréwnywaniu
dwoch kolejnych elementdw i zamianie ich kolejnoéci, jezeli elementy nie stoja wzgle-
dem siebie w takiej kolejnosci, w jakiej wykonywane jest porzadkowanie. Sortowanie
konczy sig, gdy podczas kolejnego przejscia nie dokonano zadnej zmiany.

W jaki sposob posortowa¢ rosnaco ciag skladajacy sig z liczb: 6, 3, 5, 9, 22 Dla listy
o dtugosci 5 nalezy poréwnac cztery razy dwa kolejne elementy listy i w razie koniecz-
nosci je przestawic. Nastepnie nalezy zacza¢ poréwnanie od poczatku i powtarzac tak
diugo, dopoki nie bedzie zadnych zmian.

6 35092 3/5/6 29 (3ls[2]e6]9]|  -[3]2][s]6]9] | {2]8ls]6]9
365592 356209 -3|sl2]e/9] ~={2]3]5]6[9] | =2|38le]o
— ‘ = == ——
35692 356209 =3 2/5]6l9 -2/3/5]6|9| | =2|3|5]6]|9]

e —
35692 ~-35269 -325[6[9] -2[3[s[es] ~2]3]s]e]s]
35629 3 52[6/9] 3 2/5/6/9 [2]3]s5]6]9]~ {2]3][s]6]9]

Rys. 7. Sortowanie babelkowe liczb: 6, 3, 5, 9, 2. - zmiana; - bez zmian

Sortowanie babelkowe

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje sort_b(t), ktérej wynikiem bedzie po-
dana jako parametr lista t, posortowana metoda babelkowa w porzadku rosnacym.

I WVwo’ranle funkq| _ o Sk Wynlk - -7” -
sort _b([6, 3, 15, 9, 2]) _ ______J__[_2; 56 9 151
sort_b([11, 16, 8, 33, 6, 8, 1]) 6 8, 8 4, 15 B

Skorzystaj z rozwiazania poprzedniego ¢wiczenia i rozszerz je o wielokrotne prze-
gladanie listy.
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1. def sort_b(t):

2. for j in range(len(t)):
3. babelek(t)
4, return t

® Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi. Mozesz wykorzystac generowanie lo-
sowych wartosci listy bedacej parametrem.

print(sort_b([6, 3, 15, 9, 21))
print(sort_b([11, 16, 8, 33, 6, 8, 1]))
t = losuj(l6, 1, 18)

print(t)

print(sort_b(t))

A

Liczbe operacji tego algorytmu mozna zminimalizowac. Przy pierwszym poréwny-
waniu par liczb listy najwigksza liczba powedruje na wlasciwe miejsce na liscie, tak
jak to bylo w funkcji w ¢wiczeniu 2. Przy drugim przebiegu petli przedostatnia liczba
stanie na swoim miejscu itd.

~el3]s/9][2|  {3[s|e[2]9] {3[s]2]e][9]| {3]2]5]6]9]
o | = r— | |

-3fsls[9[2] | ~{3[s[e][2]9] ~{3[s[2]6[9| | “[2[a[s[e]9]

1 | & | |

=3|sfeef2| | ~{a[sfe]2][9]  “[3[2[5]e]s}

i { o |

~3/s[elgl2| | +{3]s/2][6]9}-

13/ 5(6/29]

Rys. 8. Uproszczony algorytm sortowania babelkowego. ¢ |- zmiana; (~ ) - bez zmian

Algorytm sortowania przez wstawianie mozna poréwna¢ do sposobu ukladania kart
w reku przez gracza. Na poczatku bierze on pierwsza karte, potem kolejno podnosi
karty ze stotu. Kazda z nich porownuje z kartami, ktore trzyma juz w rece, i zastanawia
sie, gdzie ma jg wstawi¢. Gdy znajdzie miejsce, rozsuwa karty i wstawia wybrana karte
na przygotowane w ten sposob miejsce.
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4, Sortawanie babelkowe i przez wstawianie

Przeanalizuj ponizszy przyklad sortowania ciagu liczb: 8,6, 3, 1,9, 7 oraz wizualizacje za-
mieszczong na stronie https://pl.wikipedia.org/wiki/Sortowanie_przez wstawianie.

8 6 3 1 9 7
8 6 3 1 9 7
6 8 3 1 9 7
3 6 8 1 9 7
1 3 6 8 9 7
1 3 6 8 9 7
1 3 6 7 8 9

Rys. 9. Sortowanie przez wstawianie liczb: 8,6, 3,1, 9.7

I\ Sortowanie przez wstawianie dla réznych danych

Obejrzyj animacje na stronie www.toptal.com/developers/sorting-algorithms/inser-
tion-sort i porownaj dziatanie algorytmu sortowania przez wstawianie dla réznych da-
nych (liczby losowe, prawie posortowane, posortowane w odwrotnej kolejnosci).

Wstawianie elementow

Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje wstawianie(t, x), ktérej parametrami
beda posortowana lista liczb oraz liczba x, a wynikiem - lista t z liczbg x wstawiong
w odpowiednim miejscu.

Wywotanie funkcji Wynik
wstawianie([6, 13, 15, 19, 22], 18) [6, 13, 15, 18, 19, 22]
wstawianie([1, 9, 12, 33, 46], 57) [1, 9, 12, 33, 46, 57]

Wykorzystaj metode insert() do wstawienia liczby podanej jako parametr w od-
powiednie miejsce na liscie.

Rozpatrz trzy przypadki:
liczba jest mniejsza lub rowna pierwszej liczbie z listy — wstawiasz dang liczbe
przed pierwsza liczba z listy;
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» liczba jest wieksza lub réwna ostatniej liczbie z listy — wstawiasz dana liczbe
po ostatniej liczbie z listy;

» liczba jest wieksza od pierwszej liczby z listy i mniejsza od ostatniej liczby —
przegladasz liste i znajdujesz dwie kolejne liczby, miedzy ktére dana liczba po-
winna zostac¢ wstawiona.

= Zapisz cata funkcje.

1. def wstawianie(t, x):

2. if x <= t[e]:
| 3. t.insert(e, x)

4. return t

5 f x »= t[len(t) - 1]:

6. t.insert(len(t), x)

i irn t

8. =i in range(len(t) - 1):

9. if x »= t[i] and x < t[i + 1]:
1e. t.insert(i + 1, x)

11. t

STk SOrtowanie przez wstawianie

Przeanalizuj dane w tabeli i uzupetnij definicje funkcji sort_w(t), ktérej wynikiem
bedzie podana jako parametr lista t, posortowana metoda przez wstawianie w po-
rzadku rosngcym.

— —_— e —

Wywotanie funkcji 1 Wynik

' sort_w([6, 3, 15, 9, 2]) [2, 3, 6, 9, 15]

' sort_w([11, 16, 8, 33, 6, 8, 1])

,,,,,,7,,[13,93 8 8 11, 16, 33]

]
|

1. def sort_w(t):
| 2: pom = []
| 3. pom = pom + [t[6]]

4, i range(1l, len(t)):
5. wstawianie(pom,

6. t pom

Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi.

S WSRITE S . s . .
Sortowanie réznymi metodami

Obejrzyj animacje na stronie www.toptal.com/developers/sorting-algorithms/ran-
dome-initial-order i pordownaj sortowanie danych losowych wykonywane réznymi
metodami. Zwrdcé uwage na porownanie szybkosci sortowania babelkowego i przez
wstawianie.
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4. Sortowanie babelkowe i przez wstawianie

Shell

|

Quick3

PODSUMOWANIE

= Sortowanie jest bardzo czesto wykorzystywane w praktyce. Zanim posortuje sie
zbior danych, trzeba okresli¢ klucz, wedlug ktérego ma odby¢ sie sortowanie, i po-
rzadek, np. sortowanie rosnaco, malejaco.

* Sortowanie jest waznym problemem informatycznym. Istnieje wiele algorytmoéw
tego procesu - réznig si¢ czasem dzialania i iloscia pamieci potrzebnej na zapa-
migtanie tymczasowych danych.

= W sortowaniu babelkowym poréwnywane sg dwa kolejne elementy. Zamienia sie
ie miejscami, gdy stoja w kolejnosci innej niz oczekiwana. Przegladanie elementow
listy powtarza si¢ do momentu, gdy przestawianie jest juz niepotrzebne.

* Algorytm sortowania przez wstawianie polega na wstawianiu kolejnego elementu
na wlasciwe miejsce. Nalezy zacza¢ od jednego elementu - oczywiscie jest on po-
sortowany. Drugi element wstawia si¢ przed nim lub za nim, w zaleznosci od ocze-
kiwanego porzadku sortowania. Tak samo postepuje sie z nastepnymi elementami.

PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. W jaki sposob mozna przegladac wartosci na liscie?

. Ktora z liczb - najmniejsza czy najwigksza — znajdzie si¢ na swoim miejscu po
pierwszym przebiegu petli w sortowaniu metoda babelkowa w porzadku male-
jacym?

3. Ktoéra z metod sortowania jest szybsza dla danych losowych?

(]

E DODATKOW!
Zadanie 1. Sortowanie babelkowe - wersja uproszczona

Zdefiniuj funkcje sort_b2(t), ktorej wynikiem bedzie podana jako parametr lista t,
posortowana uproszczong metodg sortowania babelkowego.
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Algorytmy zachtanne

Dzielenie problemu na podproblemy
Wydawanie reszty metoda zachtanna
Podejscie zachtanne kontra dynamiczne

Wydawanie reszty

Projektanci urzadzen do sprzedazy samoobstugowej produktow (np. goracych napo-
jow, przekasek) i ustug (np. parkometry, biletomaty), ktérzy maja wyposazy¢ automat
w system platnosci za pomoca monet, musza rozwiaza¢ problem wydawania reszty:

jak monetami o nominatach 20, 10, 5, 2, 1 wydac reszte w taki sposob, by uzy¢ ich
najmniej. Jakie bedzie rozwigzanie dla reszty rownej 67, a jakie dla 68? Co zmieni si¢
po dolozeniu monety o wartosci 47

Problem przedstawiony w zadaniu na start, polegajacy na wybraniu z danego zbioru
monet o okreslonych nominatach takiej konfiguracji, by wyda¢ zadana kwote przy
uzyciu minimalnej liczby monet, to zagadnienie z dziedziny algorytmiki, ktore nosi
nazwe problemu wydawania reszty. Do dyspozycji sa dwa rodzaje monet 11 3, a nalezy
wydac reszte 4 oraz 7 na rozne sposoby. Jak to zrobi¢? Punktem wyjscia do rozwazan
nad tym problemem jest podzielenie rozwigzania na etapy, by w kazdym kroku wybraé
najkorzystniejsze rozwiazanie cze$ciowe.

—~, i
L J : r\L‘ﬂ J
RESZTA 4 RESZTA 7
- - -~ ‘,_\ - ~ ~ ~ — ,7\ o
4 monety 7 monet
- 7-. - = ,H- -~ =,
2 monety 5 monet
o W e
SO
3 monety

Rys. 1. Problem wydawania reszty w przypadku dwoch rodzajow monet
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5. Algorytmy zachtanne

(EOFECEm Trzymonety

Dysponujesz nieograniczona liczba monet o nominatach 5, 31 1 i masz wydac resz-
te przy uzyciu minimalnej ich liczby. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje
trzy(kwota), ktorej wynikiem bedzie minimalna liczba monet potrzebnych do wy-
dania kwoty podanej jako parametr.

Wywotanie funkcji _ Wyalk
trzy(11) 3
trzy(99) 21

» Sformutuj algorytm. Ustaw wartos¢ licznika wykorzystywanych monet na 0, a na-
stepnie rozpisz warunki dotyczace kolejnych nominatéw (np. dopdki kwota »>= 5,
zmniejsz wartos¢ zmiennej kwota o 5 i zwieksz wartos¢ licznika o 1). Wynikiem
dziatania catego algorytmu powinna by¢ ostateczna wartosc licznika.

» Zdefiniuj funkcje trzy(kwota). Na potrzeby testowania usun znak # tak, by wypisy-
waty sie wykorzystane monety.

1. def trzy(kwota):

2 ile = ©

3 while kwota »= 5:

= kwota = kwota - 5
5. ile += 1

6 fprint("s’

7 while kwota >= 3:

8 kwota = kwota - 3
9 ile += 1

18.

11. while kwota »>= 1:

12. kwota = kwota - 1
13. ile += 1

14.

15. eturn ile

Mozna funkcje zapisac krocej z zastosowaniem dzielenia catkowitego oraz reszty
z dzielenia.

f trzy(kwota):
ile = kwota // 5
kwota = kwota % 5
ile = ile + kwota // 3
kwota = kwota % 3
ile = ile + kwota

N oo oBwN e
0GR gE I e e %

ile
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® Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi - uwzglednij przypadki, w ktorych
powinny by¢ wykorzystane tylko monety jednego rodzaju lub wszystkie (zaréwno
jednokrotnie, jak i wielokrotnie).

Czas rozwazy¢ przypadek bardziej ogolny - jak zapisac algorytm wydawania reszty

dla zbioru monet o nominatach uporzadkowanych malejaco? (Nalezy zalozy¢, ze jest

mozliwe wydanie reszty o podanych nominatach).

1. Wezytaj kwote do wydania reszty i zapamietaj ja na zmiennej kwota.

2. Przypisz do zmiennej ile liczbe dotychczas wykorzystanych monet (tj. @).

3. Ze zbioru monet wybierz najwigksza nierozpatrywang monete i przypisz ja do
zmiennej moneta.

4. Zwieksz licznik wykorzystanych monet o kwota // moneta. Zmien kwotg reszta
nareszta % moneta

5. Jesli jest jaka$ nierozpatrywana moneta, to przejdz do kroku 3.

6. Wypisz liczbe wykorzystanych monet (zmienna ile).

Powyzszy algorytm charakteryzuje si¢ tym, ze w danym obrocie petli bierze monete
o najwyzszym nominale, czyli wybierana jest lokalnie najlepsza opcja.

:rwﬁw'__%ﬁg%m - — —~ — - e e e
LAPA :‘,;.{V'_un _‘;.

Algorytm zachtanny charakteryzuje sie tym, ze w celu wyznaczenia rozwigzania
w kazdym kroku dokonuje zachtannego, tj. najlepszego w danym momencie wyboru
rozwiazania podproblemu. Innymi stowy, jest to decyzja lokalnie optymalna.

- Wiele monet

Dysponujesz nieograniczong liczba monet o nominatach 20, 10, 5, 2 i 1 i masz wydac
reszte przy uzyciu minimalnej ich liczby. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje
wiele(kwota), ktorej wynikiem bedzie minimalna liczba monet potrzebnych do wy-
dania kwoty podanej jako parametr.

”Wywo’;anie funkcji , Wy,hik, ; |
wiele@) oz
wiele(99) 8

Wykorzystaj skrypt z ¢wiczenia 1, tylko zamiast konkretnych wartosci uzyj listy
monet o okreslonych nominatach, uporzadkowanych od najwiekszej wartosci do
najmniejszej.

Zdefiniuj funkcje wiele(kwota).
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5. Algorytmy zachtanne

1. def wiele(kwota):

2 nominaly = [2@, 18, 5, 2, 1]
3 ile = @

4, for x in nominaly:

5 #print(x, kwota

6 ile = ile + kwota // x
7 kwota = kwota % Xx

8 return ile

% Sprawdz dziatanie skryptu z roznymi danymi - uwzglednij wartosci brzegowe, np.
dobierz kwote tak, aby byty wyptacane tylko monety o nominale 20; kazda mo-
neta jeden raz; kazda moneta maksymalnie trzy razy.

(e SR Ograniczona liczba monet

Dysponujesz podang liczba monet o okreslonych nominatach i masz wydac resz-

te przy uzyciu minimalnej ich liczby. Przeanalizuj dane w tabeli i zdefiniuj funkcje

monety(kwota, nominaly, sztuki), ktorej wynikiem bedzie minimalna liczba mo-
net potrzebnych do wydania kwoty podanej jako parametr.

Wywotanie funkeji Wynik |

o Wywotanlefunlelt =~ = ' 00 | ik ]
monety(11, [20, 10, 5, 2, 1], [100, 100, 100, 160, 100]) = 2 |
monety(99, [20, 10, 5, 1], [1, 10, 1, 10]) 13

Problem wymaga zmodyfikowania algorytmu z ¢wiczenia 2. Podczas sprawdzania,
czy mozna wydac reszte okreslonym nominatem, trzeba uwzgledniac nie tylko war-
tosc nominatu, lecz takze liczbe dostepnych monet. Dlatego w przypadku kazde-
go nominatu nalezy dodatkowo sprawdzic, czy sa dostepne monety o tej wartosci,
2 gdy zostana wykorzystane - pomniejszy¢ licznik wykorzystanych monet.

Skorzystaj ze skryptu w ¢wiczeniu 2 i zdefiniuj funkcje monety(kwota, nominaly,
sztuki).
Zauwaz, ze liczba dostepnych monet sztuki[i] wskazywanych przez
nominaly[i] jest tutaj kolejnym elementem listy liczonym od Q.

monety(kwota, nominaly, sztuki):
ile = @
i 1 range(len(nominaly)):
m = min(sztuki[i], kwota // nominaly[i])
m != @:
ile = ile + m
sztuki[i] = sztuki[i] - m
kwota = kwota - m * nominaly[i]

W 00 N O 1 A W N
o e e g = P @ N e

nt(no 121vl4

[y
®

ile
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= Sprawdz dziatanie skryptu z réznymi danymi - uwzglednij przypadki, w ktorych
liczba poszczegdlnych monet jest duza, by uzyska¢ wyniki identyczne z tymi w po-
przednim ¢wiczeniu.

# Czy zmniejszenie liczby monet wptywa na rozwiazanie?

POPRAWNOSC

| ¢

ALGORYTMU ZACHEANNEGO
Czy zapisany w ¢wiczeniu 3 algorytm jest poprawny - czy faktycznie gwarantuje wy-
danie reszty najmniejsza liczba nominalow?

Odpowiedz zalezy od zbioru rozpatrywanych nominatéw. O ile trudno udowodnié,
dla jakich nominaléw algorytm daje poprawna odpowiedz, o tyle tatwiej wskazac
kontrprzykfad, w ktérym algorytm zachtanny nie daje optymalnego rozwiazania.

Rozwaz zbiér nominatéw 5,4, 1 i kwotg 8. Jedli zastosujesz metodg zachtanna, to otrzy-
masz cztery monety: 5, 1, 1, 1. Istnieje jednak lepsze rozwigzanie: 4, 4. Czy umiesz zna-
lez¢ inne przyklady, dla ktérych algorytm zachtanny nie daje poprawnych wynikow?

Mimo ze dla wielu zbioréw nominaléw algorytm daje poprawny wynik (np. w przy-
padku systemu monetarnego obowiazujacego w Polsce), nie mozna stwierdzié, ze
sprawdza si¢ on w kazdym przypadku. Wtedy trzeba szuka¢ innego rozwigzania.

Metody zachtanne nie gwarantuja otrzymania optymalnego rozwiazania wszystkich
problemow, do ktérych moga by¢ wykorzystane - istniejg jednak problemy, dla ktérych
te metody zawsze zwracaja rozwiazanie optymalne.

Do rozwigzania rozpatrywanego problemu mozna wykorzysta¢ programowanie dy-
namiczne. Problem jest wowczas dzielony na podproblemy, ktore sa od siebie zalezne
(decyzja podejmowana na danym etapie zalezy
od decyzji podjetych na poprzednich etapach). | LPOSZ
W ten sposob pewnych rzeczy nie trzeba obli-
cza¢ wielokrotnie — wystarczy korzysta¢ z do-

URAJWIRTERNECIE L CT IS

Sprawdz, do czego odnosi sie sto-

wo ,programowanie” w nazwie
tychczasowych rozwiazan posrednich, a nastep- ,programowanie dynamiczne’.

nie wyszukiwac kolejne rozwiazania. T

Zalézmy, ze dysponujesz monetami o nominatach 1, 4 1 51 masz wydac kwotg 10.
Przeanalizuj tabele na stronie obok. W pierwszej kolumnie wpisano kwoty, w drugiej
kolumnie - liczbg monet potrzebna do uzbierania kwoty za pomocg nominatu 1,
w trzeciej - za pomoca nominalow 1 i 4, w czwartej - za pomoca nominaloéw 1,41 5.
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5. Algorytmy zachlanne

Monety do dyspozycji
1,4 1,4,5

Rozwiazanie z uzyciem monet o nomi-
natach 1, 4i 5 wymaga 3 monet. Jest to
minimum z 4 (rozwigzanie dla 1 i 4) oraz
2 + 1 (rozwiazanie dla 1, 4 i 5 dla kwoty
7-5=2).

-
NP e

Rozwiazanie z uzyciem monet o nomi-
natach 1, 4 i 5 wymaga 2 monet. Jest to
minimum z 2 (rozwiazanie dla 1 i 4) oraz
3 + 1 (rozwiazanie dla 1, 4 i 5 dla kwoty 3).

Rozwigzanie z uzyciem monet o nomi-

natach 1, 4 i 5 wymaga 2 monet. Jest to

0 10 4 2 minimum z 3 (rozwiazanie dla 1 i 4) oraz
I S 1+ 1 (rozwigzanie dla 1, 4 i 5 dla kwoty 4).

V0 N[O Wn
R oI - - BN |

(=

Za kazdvm razem jako rozwiazanie wybiera si¢ minimalng liczbe z dwoch rozwigzan,
dlatego dla kwoty réwnej 8 wskazano rozwigzanie dla dwoch czworek, a nie piatki
itrzech jedynek.

Ogolnie w kazdym kolejnym kroku nalezy wzig¢ minimum z dwdch liczb: liczby monet
potrzebnvch do odliczenia kwoty bez najwigkszej monety oraz z jej wykorzystaniem.
Przy czyvm w drugim przypadku trzeba znalez¢ wczesniej wyliczong warto$¢ w tabeli
dla pozycji warto$c - nominat.

@ VN Metoda zachtanna i dynamiczna

Dysponujesz nieograniczona liczba monet o nominatach 1, 2, 5i 10 i masz wydac
reszte przy uzyciu minimalnej ich liczby. Przedstaw pisemnie rozwiazanie dla kwoty

18. Zastosuj podejscie zachtanne i dynamiczne. Wykorzystaj tabele zamieszczona
powyzej.

MOWANIE

“ Algorytm zachlanny charakteryzuje si¢ tym, Ze w celu wyznaczenia rozwigzania
przy kazdym kroku dokonuje najlepszego w danym momencie - zachlannego -
wyboru rozwiazania podproblemu. Algorytm nie jest uniwersalny, daje poprawne
wyniki tylko dla pewnej grupy probleméw.

* W podejsciu dynamicznym dzieli si¢ problem na podproblemy, ale decyzje dla
podproblemow podejmuje si¢ z wykorzystaniem danych uzyskanych wczesniej.
Zaleznos¢ mozna opisac¢ rekurencyjnie.
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PYTANIA SPRAWDZAJACE

1. Czym charakteryzuje si¢ podejscie zachtanne przy rozwigzywaniu zadan? Wskaz
najwazniejsza ceche charakterystyczna.

2. Jaki problem poza wydawaniem reszty mozna rozwiazan metodg zachltanna?

3. Czym charakteryzuje si¢ podejscie dynamiczne?

ZADANIA DODATKOWE

Zadanie 1. Jak spakowac plecak

Przeanalizuj dane w tabeli i zdecyduj, jak spakowac plecak w taki sposadb, zeby za-
bra¢ najwartosciowsze rzeczy, ale nie wiecej niz 40 kg.

| Masa(kg) | Cenalzt) |

T w s

2 | 15 | 40 |
3 20 B

4 | 10 | 25 |

5 20 | 25 |
4 10 5

Zadanie 2. Nowe zestawy monet

Dobierz tak zestaw monet, aby podejscie zachtanne zastosowane w ¢wiczeniu 4
nie dawato optymalnego rozwiazania. Przedstaw pisemnie rozwiazanie dla metody
zachtannej i dynamicznej.




